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Abstract 
The equivalence between the Cauchy left-integrability and the Riemann-integrability, for
a bounded function defined on a compact interval of ~ with values in a Banach space, is 
a particular case of Theorem 2.1. A first generalization to the case of functions defined on 
a compact rectangle of P J  is given by Theorem 2.5. 
O. Introduct ion 
L'intdgrate ddfinie clue propose Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) dans son Cours d'Ana- 
lyse de 1823 (cf. [Cauchy]), de nos jours appel~e intggrale ~z gauche de Cauchy, peut ~tre 
finon~fie comme suit : 
Une fonction f : [a,b] ----+ ]Rest dite int~grable au sens de Cauchy s'il existe I E 
tel que pour tout ~ > O, il existe ~ > 0 tel que pour route subdivision {a = xo < xl < 
I • . .<x~=b}avec  max(xi-xi_l)<~,onat<i<n i~=1 <~" 
On observe imm~diatement que toute fonction intelgrable au sens de Riemann (donc born~e) 
est int~grable au sens de Cauchy, mais la r~ciproque est fausse n gfinfiral. Elle est cependant 
vraie si la fonction fes t  bornge comme l'a montrd D. C. Gillespie dans un article de 1915 (cf. 
[Gillespie]), re!sultat que l'on retrouve dans [Kristensen+Poulsen+Reich]. Les auteurs de ce 
dernier article (de 1962) envisagent ensuite un cadre plus g~nfiral, o~t le point est choisi selon 
une "fonction-choix" • ; ils ~tablissent que si la fonction • satisfait une condition (appel6e 
propri~td de Darboux), alors route application born~e ~-int~grable est aussi int~grable au 
sens de Riemann. 
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Au cours du present article, nous envisageons, dans un premier temps, cette notion de 
O-intdgrabitit~ pour des applications d~finies ur un espace de base (X, :D, #) et ~ valeurs 
dans un espace de Banach F. De mani~re g~n~rale, pour de telles applications, il n'y a 
pas de relation d'implication entre l'int~grabilit~ au sens de Riemann et la ~IJ-int~grabilit~, 
et inversement. Toutefois, sous une condition (cf. Lemme 1.18), l'intggrabilit~ au sens de 
Riemann entra~ne la tg-int~grabilit~. 
Puis, dans le cas plus restreint off X est un intervalle compact de N ou un rectangle compact 
de N2 et pour des fonctions k0 assez simples, nous ~tablissons que toute application bornge 
ql-F-intggrable st Riemann-F-intggrable. (Cf. notamment les th~or~mes 2.1 et 2.5.) 
Le coeur de cet article r~side dans le Th~or~me 2.1 et le Th~or~me 2.5. La preuve du 
th~or~me 2.1 utilise la Proposition 1.12 et est directe, contrairement k celles de Gillespie t 
Kristensen+Poulsen+Reich (fond~es ur un argument li~ en fait k ]'int~grabilit~ au sens de 
Darboux). Elle est de plus bas~e sur une idle directrice qui peut, a priori, ~tre reprise pour 
d'autres cas particuliers de fonctions k0 (comme le pr~sente par exemple la Proposition 
2.4). 
Le cas oh X est un rectangle compact de ~2 s'av~re plus d~licat, notamment du fair que 
l'ordre usuel sur ]R 2 n'est pas connexe. La preuve du th6or~me 2.5 repose sur une id6e de 
base "analogue" ~ celle du th6or~me 2.1, mais adapt6e (avec pr6caution) selon une certaine 
:'strat6gie" (qui permet, entre autres, de majorer de manihre ad6quate un calcul d'aires 
comprises entre des rectangles). Nous ne donnons donc pas ici la preuve du thfior~me 
2.5. Ajoutons cependant que les preuves, simples pour la plupart, des r6sultats cites dans 
cet article se trouvent dans la th~se [Boll@ Le signe [] ajout~ £ la fin d'un finonc6 sans 
d6monstration signifie que sa preuve est 616mentaire. 
1. P r~ l imina i res  
1.1 Convent ions  et notat ions  
Sia i  d~signe un ~l(~ment d'un espace vectoriel et Ai une partie d'un ensemble, nous conve- 
nons des 6critures uivantes : ~ a~ = 0, et U A~ = 0. 
De plus, la notation I I  d6signe ta rdunion disjointe. 
Ajoutons que les espaces de Banach que nous consid6rerons sont sur le corps lR des r6els. 
Soit Fun  espace de Banach, de norme [l' [[, et P une partie non vide de F; on appelle 
diam~tre de P l'expression diam(P) = sup [[y - zl[. 
y,zEP 
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1.2 Demi -anneau 
Etant donn4 un ensemble X, un demi-anneau 73de parties de X est une famille de sous- 
ensembles de X telle que 
oOED; 
• si A, B • 73, alors A (7 B C D ; 
• siA, B•D,  a lo rsA \B=A~B ~= HCj ,  o f lC j•7) , l _< j<n.  
j=l 
Notons que, de m~ni~re g~n~rale, A \ B ~ 73. 
1.3 73-partition finie 
Etant donn~ X un ensemble non vide et 7:) un demi-anneau de parties de X, toute famille 
finie, s'il en existe, ~r = {D1,..., D~} d'~l~ments non rides de :D, deux g deux disjoints et 
tels que X = LI Dj, est appel~e 7)-partition flnie de X. 
j--I 
Nous de~signons par I Iz l'ensemble des D-partitions finies de X. 
1.4 Finesse sur l~x 
Supposons que lr~ est une D-partition finie de X; une 73-partition finie 7r2 de X est dite 
plus fine que 7rl, ce que nous noterons par 7r2 >> 7rl, si tout dldment de 7rl est la r~union 
d'fil~ments de rr2, 
1.5 Remarque 
Etant donn~ 7rl et ~r2 des 7:)-partitions finies de X, il existe une 7)-partition finie ~r de X 
plus fine que 7r~ et 7r2. 
En effet, si ~rl = {D~,... ,  Din} et 7r2 = {El , . . . ,  E~}, il suffit de considdrer l'ensemble des 
D/AEj quisontnonvides,  1 < i<m, l< j<n.  
1.6 Contenu (de Jo rdan)  
Etant donnd X un ensemble non vide, et 73 un demi-anneau de parties de X tel qu'il existe 
une :D-partition finie de X, nous appelons contenu (de Jordan), route fonction monotone 
d'ensembles p d~finie sur A(73) 1 qui est positive, finie et additive, c'est-k-dire 
#: A(D) ---+ JR+, #(0) = 0, #(A) _< #(B) si A C B, et # A/ = ~ #(A0,n  • Pq*. 
1Oh A(T~) ddsigne l'alg~bre (de parties de X) engendr~e par D; notons qu'ici, on a A(T~) = 
{01Di : ~  DiED, l<_i<n,nE~*}. 
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1.7 Espace de base 
Nous appelons espace de base tout triple (X, 9,  #), o~, X est un ensemble non vide muni 
d'un demi-anneau 9 de parties de X tel qu'il existe une 9-partition finie de X, et # est 
un contenu (de Jordan) d~fini sur A(9). 
1.8 Exemples  
(1) Consid&ons a < b e JR, et X = [a,b]; 
so i tg={[a ,b ]N]c~, f l ] : c~<f le ]R)={[a , /3 ] :a</3_<b}U{]a ,  f l ] : <a</3_<:b} ,  
et #([a,/3])= (f~ -a )  et #(]a, f l])= (fl -a ) .  
Alors, (X, 7?, p) est un espace de base. [Posons de plus ~ = ,.] 
(2) Consid&ons N >_ 2, et X = [al,bl] x ... x [aN,bN]; posons 
79={DI  x ... X DN : Di CDi ,1  < i  < N} , 
ota 9~ = { [a~, k]  : a~ <_ 9~ <- b~ } U { ]~, k] : a~ <_ ~ <_ ~ <_ bd , 1 < i < N, 
N 
et #(D1 x . . .  x DN) = I-I #,(Di), olt #i([ai,~i]) = (3~ - ai) et #~(]a,,fli]) = (/3/- ai). 
i= l  
Alors, (X, 9 ,#)  est un espace de base. 
[Posons en outre ~(D1 x . . .  x DN) = max{#i(Di) : 1 < i < g}.] 
1.9 Int fgrabi l i t~ au sens de Darboux  
Considdrons (X, 9 ,#)  un espace de base et Fun  espace de Banach. Une fonction f : 
X ~ F est dire intdgrable au sens de Darboux, ce que nous noterons par ~-intdgrable on 
~-F-intggrable, ou encore ~-(X, D, #; F)-int@rable, s'il y aun  risque de confusion, si 
(a) diam(f(X)) < ec (ce qui 4quivaut g f born4e) ; 
(b) quel que soit e > 0, il existe ~r, = {D~,... ,  D~} une 9-partition finie de X telle que 
diam(f(P~))p(D 0 < e. 
i=1 
1.10 Int~grabi l i t~ au sens de R iemann 
Considdrons (X, 9 ,#)  un espace de base et Fun  espace de Banach. Une fonction f : 
X ~ F est dire intdgrable au sens de Riemann, ce que nous noterons par ~-intdgrable ou 
fft-F-intdgrable, ou encore N-(X, 9,  #; F)-int@rable, s'il y aun  risque de confusion, si 
(a) diam(f(X)) < c~ (ce qui dquivaut g f born4e) ; 
(b) il existe I ¢ F tel que pour tout e > 0, il existe 7r~ une 9-partition finie de X avec 
quel que soit xi E Di, 1 < i < n, {D1,. . . ,  D,~} 9-partition finie de X plus fine que rr~. 
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Dans ce cas, [es t  unique et est appel4 l'intdgrale de Riemann de f,  que nous notons 
9l-fx f (x)d#(x)  ou I~(f)  pour des raisons de simplification de notation. 
1.11 Remarques  
(a) Notons que l'int6grabilit6 au sens de Darboux implique l'int4grabilit6 au sens de Pde- 
mann, mais que, de maaai~re g6n6rale, la r6ciproque st fausse. 
(b) Pr6cisons que pour les espaces de base de 1.8, une application born6e f : X -----+ F (un 
espace de Banach) est 9~-F-int4grable si et seulement si il existe I 6 F tel que pour tout 
e > 0, il existe 6(¢) > 0 tel que si rr = {El , . . . ,  Era} 6 1-Ix v4rifie max{gX(Ej) : t < j < 
m}<5(e) ,ona  .~f (x j )#(E j ) -  <e ,que lqueso i tx j6E j ,  l<_ j<_m.  
1.12 Propos i t ion  
Etant donng (X, 7),#) un espace de base, Fun  espace de Banach, de dual F', et I E F, 
une application f : X ~ F bornde est ~l-F-intdgrable avec In(f)  = I si et seulement si
il exi te suit  = de -parti.ons f ies de X teHe que, sans 
n>l 
limiter la gdndralitd, ~r~+~ >> ~r~, n > 1, et pour tout e > O, 
/ \ 
lim ( sup #(A~(~0 o f; ~))~ = 0, o~ A~(~o f; e) = I_I Dj,n, n >_ 1, 
~oEF t n-..+oo ~ II~'II<_! j :d iam((~o] ) (D j ,n ) )>_e  ] 
et L~(~, o f )  = ~( I ) ,  ~ e F', tl~,ll -< 1. [] 
1.13 ff/-int4grabilit4 
Consid6rons (X, T), #) un espace de base et supposons que X est muni d'une topologie (9. 
Soit ~:7) \{O}~X,D~OZ(D)ED.  
Etant donn4 un espace de Banach F, une application born4e f : X ----+ F est dite kO-F- 
intdgrabfe s'il existe I C F tel que pour tout ¢ > 0, il existe 7r~ E IIx telle que 
m - i {b  f(q~(Dj))#(Dj) - < ~, pour route ~" = 1,. . . , /)m} >> 7r,. 
j=l'= 
1.14 Rernarque 
Pour la d6finition 1.13, il n'est pas n6cessaire (a priori) de demander que f soit born4e. 
Cependant, dans cet article, nous n'aurons affaire qn'£ de telles applications f. 
1.15 Lemme 
Si f : X ~ F est qJ-F-intdgrable, alors Ies t  unique. 
Nous dcrirons ainsi I = I , ( f ) .  [] 
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1.16 Lemme 
Si f : X > 1 7 est qd-F-intdgrable, alors, pour route ~v e F', (¢p o f)  : X -----+ ~ est 
q[-lR-intdgrabte t I,(: o f)  = ~(I¢(f)) .  [] 
1.17 Remarque  
De mani6re g6ndrale, la q-intdgrabilit6 n'implique pas l'int6grabilit6 au sens de Riemann, 
et r6ciproquement. Cependant, le lemme snivant donne un cadre oh l'int6grabilit6 au sens 
de Pdemann entralne la q/-int6grabilit6. Ajoutons que les espaces de base de 1.8 entrent 
dans ce cadre. 
1.18 Lemme 
Soit (X, 79, #) un espace de base et 0 une topologie sur X. Supposons que pour tout D E 79 
tel que -D # D et pour tout 5 > 0, il cxiste E~,. . . ,  EK(D,~) E 79 \ {0} (qui d@endent de 
K(D,5) 
D et de5) deuz hdeuzdisjoints, Ek CD,  1 <k<K(D,5) ,  et ~ #(Ek) <5, avecde 
k=l 
plus, D \  ~ Ek C D. 
k=l 
Considdrons une application ql : 79 \ {0} I X, D ~-~ ~I( D) C D. 
Soit Fun  espace de Banaeh et f : X ---+ F une fonction ~-F-int@rable. Alors, fes t  
q~-F-int@rable t I¢(f)  = I.~(f). D 
1.19 Exemples  
(1) La conclusion du lemme 1.18 peut 6tre mise en d6faut si la condition d'existence des 
"Ek" n'est pas satisfaite. Consid6rons en effet : 
X = {(O,O)}(.J{(rcosa, rsinc~): 0 < r < 1,0 < a < ~}, muni de la topologie induite par 
la topologie usuelle de ~Z 2, avec 
= . {0,  { (0 ,0 )} ,  { ( r  cosof,  r 8ino~): 0 <r  ~_< 1,0~ 1 < o: __~ (:x2): 0 ~_< o: 1 < (9/2 < 2} ,  
% 
79 el; 
#({(0,0)}) = 0, #({( rcosa ,  r s ina) :  0 < r < 1,cq < a < c~2}) = (c~2 - Ogl), 
% 
It(0) 0, 
et posons 
q({(0,0)}) = (0,0) et ~({(rcosc~,rsina) : 0 < r ___ 1,al < c~ < c~2}) = (0,0) ou 
(cos ~2, sin or2) selon que ~2 est rationnel ou irrationnel. 
Consid6rons f = 1D, O6 D = {(rcos(~,rsinc~) : 0 < r < 1,0 < c~ < ~}. Alors, f est 
~-]R-int6grable (done ~-~Z-int6grable), mais n'est pas ~-~-intdgrable. 
(2) Pr6sentons un exemple off f est ~-lR-intdgrable et kl/-]R-int6grable, m~is dans lequel 
l . ( f )  # I~(f).  
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Consid6rons X = [0, 11, muni de la topologie usuelle, :D = {0, X, [0, ½], ]½,1]}, #(0) = O, et 
02 i 1 /t([a, b]) = (b - a), #(]l 1])= (1 -½)= 1 02([a, bl )=a ,  ( ]~, l ] )=:et  f=  1]½,1 ]. Alors, 
f est ~4Z-int6grabte (donc ~-R-int6grable) avec I~( f )  = 1, et f est aussi 02-1R-int6grable, 
mais avec Iv (f) = 0. 
(3) Considdrons X = [0, 1], muni de la topologie usuelle, avec 
= ([0,~1 : 0 < Z < 1} t3 {1~,~] : 0 < ~ < Z < 1} ,  ~([0,~]) = Z et ~(]~,Z])  = (~ - 
a) ,  et 02(D) = rD un hombre rationnel (quelconque) de D, oh D E 7:) \ {0}. 
Soit f = 1¢V1[o,11 : X ----+ ~.  Alors, fes t  02-~-int6grable avee I , ( f )  = 1, mais f n'est pas 
9l-]R-int6grable. 
2. R6sultats pr inc ipaux 
Nous nous plaqons maintenant dans le contexte plus restreint oh X est un intervalle com- 
pact de ~ ou un rectangle compact de l~ 2. Nous 6tablissons, pour des fonctions 02 "assez 
simples", que la 02-int6grabilit6 est 6quivalente 5~ l'int6grabilitd au sens de Riemann. 
2.1 Th6or~me 
Considdrons A < B C JR, X = [A, B], muni de la topoIogie 0 usuelle, avec 
79={[A ,b] :A<b<B} U{]a ,b ] :A<a<b<B},  #([A,b])= (b -A)  et #(]a,b])= 
(b -  a) .  
Soit 02 : 79 \ {0} ---+ X,  D ~ 02(D) C D. Supposons que 02 satisfait les conditions 
suivantes :
II existe A(A, B) > 0 tel que pour tous A < a < b < B avec (b -  a) < A(A, B),  et quel que 
soit ¢ > 0, il existe g(¢; a; b) > 0 tel que 
si a < x ,y  <_ 02(]a,b]) avec ]x - y] < ~(c;a;b), il existe b, -- b , (x ,y ,¢ ,a ,b )  E [x,b] et 
by = b~(x, V, ~, a, b) e [v,b] tels que x = 02(]a, bt]), y = *(]a, b.]) et lb. - byl < ~; 
et respect ivement ,  
si 02(]a,b]) < x ,~ < b a~ec Ix -y ]  < ~(~; < b), il e~i~te at  = a t (z ,y ,~,a ,b )  ~ [a,x] et 
ay = ay(x ,y ,e ,a ,b )  e [a,y] tels que x = 02(]at, b]), y -- 02(lay, b]) et ]at - ay[ < ¢. 
Etant donn~ un espace de Banach F, soit f : X ----+ F une application bornde. 
Si f est 02-F-intdgrable, ators fes t  ~-F-int@rable (avec I,~(f) = I~( f ) ) .  
La d6monstration est donn6e au paragraphe 3.
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2.2 App l i ca t ions  
(1) Intdgrale it gauche de Cauchy 
Consid6rons • d6finie par 
• (]a,b]) = a, pour tous A < a < b < B, et ~([A,b]) = A, pour tout A < b < B. 
Alors, seule la seconde condition sur q~ est k v6rifier. 
So i t~>0,  a<x,y<bavec[z -y [<~=5(e ;a ;b ) ;a lo rs ,  avecA(A ,B)=B-A ,  aT=x 
et a~ = y, • satisfait bien la condition du th6orhme 2.1. 
(2) Intdgrale it droite de Cauchy 
Soit l 'appl ication • d6finie par 
~(]a,b]) = b, pour tous A < a < b < B, et ~([A,b]) = b, pour tout A < b < B. 
Alors, seule ta premiere condition sur • est £ v~rifier. 
Soit e > 0, a < x, y _< b avec Ix - Yl < e = 5(~; a; b); alors, ~vec A(A,  B) = B - A, b, = x 
et by = y, • satisfait la condition du th6or~me 2.1. 
(3) Lemme 2.3 
Supposons que l'application gg possdde ta propridtd suivante :
dcrivant ~(]a,b]) = ea,b = a+ i~(a,b).(b-a), o~0 < )~(a,b) < 1, A < a < b <_ B, supposons 
que qd est telle qu'il existe un A(A ,B)  > 0 tel que si (b -a )  < A(A,B) ,  alors 
(i) l 'applieation ~ d~fnie sur [a, b] W ~o(z)  = a + ~(a, z) . (z - a) si a < z < b, et ~ si 
z = a, est continue et strictement croissante, 
(i l) l'applicatio,~ ~ d¢fnie sur [a,b] par ~(z )  = z + ~(z,b) . (b -  z) si a < z < b, avec 
~,~ si z = a, et qdb(b) = b, est continue et strictement croissante. 
Alors, • satisfait les hypotheses du thdor~me 2.1. 
Preuve  
I1 suffit d'observer que si 0 < (b -  a) < A(A,  B), ~lors l 'application ¢~ d6finie sur [a, ~a,b], 
{ respectivement Fapplication ¢/~ d6finie sur [~,b, b]}, existe, est continue (et est str ictement 
croissante), et donc uniform6ment continue. Par cons6quent, 6rant donn6 e > 0, il existe 
0 < 5(¢, a, b) _< A(A,  B) tel que si a < x, y <_ ~,b {respectivement ~,~ <_ x, y < b}, avec 
Ix - yl < ~(~, a, b), ~lors 1~2(~)  - *2(V) I  < ~, {re~peet~,ement t~;~(~) - eF~(V)I < ~}; 
il suffit doric de poser b~ = q j~(z) ,  {respectivement a~ = @bl(x)}. [] 
(4) Intdgrale "de rapport de proportionnalitd ,~" 
Soit 0 < ,~ < 1. Consid6rons l 'application ~ suivante :
~(]a, hi) = a + .~. (b - a), pour tous d _< a < b < B, et qY([d, b]) = d + .~. (b - A), pour 
tout A<b<B.  
Int6grabilit6 au sens de Cauchy et ~t-int6grabilit6 pour des applications 83 
Alors, ~:(z)  = a -t- ,k. (z - a), et t)b(z) = z -t- ,~" (b -  z) = (1 - ~). z -t- ~" b (d~finies pour 
a < z < b) sont continues et strictement croissantes, de sorte que • satisfait la condition 
du th~or~me 2.1, en vertu du lemme 2.3 pr4c~dent. 
(~(b -~)~. (b -a )  pour tous A < a < b < S, et (5) Consid~rons +(]a,b]) = a + \ ( . -A) ]  -- --
/'(b-A) ~+" (b -  A) pour tous A < b < B, o~t n > 1. (Et A(A, B) = (S-A) • ([A,b]) = A + \ (S-A) /  -- n+t ', 
f _  (b-a) "( . (b _ a) pour tous A < a < b < B, et (6) Posons @(]a,b]) = a+exp[  (B A J -- --
f _  (b-A) /.. (b - A) pour tous A < b < B. (Et A(A, B) = B - A.) @([A, b]) = A + exp I. (B-A) J 
Alors, dans les cas (5) et (6), l'application g~ satisfait le lemme 2.3. 
Par cons6quent, si pour l'application t9 d'un des six cas ci-dessus, une fonction born~e 
f : X ) F (un espace de Banach) est ~-F-int~grable, alors f est ~-F-int~grable. 
(7) Consid6rons cependant l'application @ suivante : 
~(]a,b]) si a E (~:~ \ Q) N[A, B] ' pour A _< a < b _< B, 
L. 
et tP([A, b]) = I A si A E Q N[A, B] b si A E ( IR\Q)  N[A,B] ' pour A < b_< B, et tg({A}) = A. 
Notons que • ne s~tisfait pas l'hypoth~se du th~or~me 2.1. Mais, la conclusion de ce dernier 
subsiste-t-elle ? La r~ponse st oui, en prenant U = (l{ \ Q) ~[A, B] dans la proposition 
2.4 qui suit, dont la preuve est analogue (k quelques d~tails prhs) k celle du thfior~me 2.1. 
2.4 P ropos i t ion  
Considdrons A < B E P~, X = [A, B], muni de la topologie 0 usuelle, avec 
D = {[A,b]: A < b < B} U {]a,b]: A < a < b < B} ,  #([A,b]) = (b -  A) et #(]a,b]) = 
(b- a). 
Soit U un sous-cnsemble dense de X. 
Considdrons t'application • : D \ {~} ~ X ddfinie par 
{:  si aEU 
k0(]a,b])= si a f lU  'p°ur t°usA<a<b<B'  
b si AEU 
et~([A ,b] )= A si AC_u 'P°ur t°usA<b<-B 'e tkO({A})=A"  
Etant donnd F un espace de Banach, soit f : X ~ F une application bornde. 
Si f est qg-F-intdgrable, alors f est 91-F-intdgrable (avec I~(f)  = I¢( f ) ) .  
La ddmonstration est omise et se trouve dans [Boll@ 
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2.5 Th~or~me 
Consid~ron~ (X = [A~, B~] × [A~, B~], D, ~) com,n~ d~i t  pl~ h,~t (~/. 1.S po~," N = 2). 
Soit 0~, O~ ~ [0, 1], et considdrons l'application ~ : 79 \ {0} --+ X ddfinie par 
~,(]a, b] ×]~, d])= (a + 01. (b- a),c + O~. (d- ~)).~ 
Etant donnd F un espace de Banach, soit f : X ---+ F une application bornde. 
Si f est ~-F-intdgrable, alors f est ~-F-intdgrable (avec I~(f) = I~(f)). 
La d~monstration est omise et se trouve darts la th~se [Bo]le]. 
2.6 Remarque  
La conclusion du th~or~me 2.5 subsiste-t-elle pour l'application k~ d~finie par 
~(]a,b]×]c,d])= (a+ (d -c )  . (b -a ) ,c+ (b -a )  - (d -c ) )7  
(~Z A~) (B~ - A~) " 
3. P reuve  du th6or~me 2.1 
Nous allons 6tablir que f est yt-F-int6grable n utilisant ]a proposition 1.12. 
Soit en "u 0. Comme.f est q-F-int6grable, il existe une suite (r~ = {DI,,~,.. •, D~,n})~>~ de 
~ ~ 
79-partitions finies de X telles que pour tout n _> 1, 7rn+l >> ~r~, et ~ f(~P(Dj))#(Dj) - 
r t l *  
f (*(D~))#(D~) < ~ pour toutes #,Tr* >> r~. 
m=l  
Observons que si A < b _< B, alors [A, b] = {A} I_I ]A, b], avec {A} et ]A, b] ~16ments de 79. 
En cons6quence, sans restreindre la ggn6ralit6, nous pouvons supposer que DI,~ = {A}, 
pour tout n > 1. 
Ecrivons ainsi : Di,~ =]ai,~,bi,~], et notons fi,~ = q(]ai,~,bi,~]) E [ai,~,bi,~], 2 < i < l~. 
Quitte g subdiviser chaque Di,~, nous pouvons d6j£ supposer que (bi,1 - ai,1) < A(A, B), 
2 < i < ll. De sorte que (bi,~ - ai,~) < A(A, B), 2 _< i < tn, (car 7rn+l >> ~r~), n > 1. 
Pour n > 1 donn~, e~ et l~ sont fix6s. Posons g~ = ~ > 0. 
Pour chaque 2 < i < l~, il existe 5~(g~; ai,~; bi,~) > 0 en vertu de l'hypoth~se sur ~. 
Soit p~ E ~q*, p~ > 2, tel qne (S-A) < min{¢. ; 5~(g~; a~,~; b~,~) : 2 < i < I~} > 0. 
- -  Pn  
=Sous-entendu q e 
~t ~([A,,  ~] × [A~, ~]) = (A~ + 0~-(b - A~), A~ + 0~. (a -  A~)).  
onb 1o~ {,,,~a,:/~ ! ~"~'~x} op ~u!od n-e puodsosaoa '*'~':x ~I[~nb~l uo[~s osn~!saa,i op SUOUOAUO  
'"-~ > I~'"~q- °'""~1 ~o, ([~'"',~,~'~[)~ = ~',,',~, ([~"~',~,~':~[)~ = ~',~',~ ~b 
sio~ ' [u,.~q,~,,~,:/~] ~ ,,"~',aq ~a [UU.q'W'~'~x] ~,,"~',.zq a~s!xo I~. '(Ud ap x!oqa o I ~a) as~q~odXq a~ d 
.{u..,~a ~ u,,~,3x } ~b u,~ anb SUOAaasqo 
• ~ < ((~'~"~)(f 
o d~))m~!p anb ~lal u,~,:~ ~a I 7uaTua~aada.* ~oa5 ua luos ,.nb (gT.taano-,.uta~) ~allVa.~aTu~ " a 7 
[.',.~ff, .,,~,:~[= 
I I I I I I I I I I 
~'~':~ 
• (-',*:~, _ .',.',g) + (o':,, _ .',~'~) 
uo~. 7vaT~nllI 
~< ((,,'~',~)(;o~))~,~:p: 
(~':~'- ~"'"g) > (~'~':~r),~ ~ := (~'o~)%r = ~',~/ 
'!su! V 
{~ < ((~'~"s)(/o ~))~,.p : -a 5 ~ 7, t},,~,~ = (~'~)""~ : '~ 
suosod ~o ~ < ((~"<*~)(f ooS))m~.T onb ia~ '*d F a 5 I a~L rxo [!,rib stmmddn s 
• ](~)a+ ",t'(~)a- ",t[ N D [0'0-] o.b ~o~ D'O-] Z {"~)')~'t ..... "t} 
((*)~)s 
= (~)d suoso d"0 < ~ ~!°S = ((~)d)s o~:xo ~! '~d,~oo ~o [0'0-] °~oo 0 < 
"[0'0-1 D (X)(I o ~) o.b 
~,!ns I! '0 < D (o~,um, suoa oun) s~d oguao q~sa f ommo O 'I -~ ]]d~l[ aoA~ ,d ~ ~ suosgPl.SuoD 
~a ~'~':g ~,a ~. (I - ~) + ".'v = ~'~'~ .Ud ~ a ~ i , . .z + u,~ = , =a 
I=a I=a ud , "~d [*z'~ ,u'yD [ 
'"'*:a H = [~" a + "':. = 
snon~uo I op saa~.In~p~ saffe~so~m.-snos ~dua ['~'~)'~':v[ ssoi~ suosD.Tqn S"~'~) > '~'.'v no 
~a o I 'sdma~ solm~sd un su~p 's~oaop!suo 0 "~'.~q no ~'~o ~ I~9 o~ ~nod '~':) onb suo~o N
~8 suot.l~a!Idd~ sop znod ol~.l.Iql~J~alUt.-th 1o ,~qan~D op suos n~ ?lt.itq~JSolu I 
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I (v o f ) (~, , . , , : )  - k(~,, . , , . ) l  < p(~) et I(V o f ) (w, . , , . )  - ~(V,,.,,,,)I < P(*). 
Donc, I k (~, . , , . )  - ~(w, . , , . ) l  > ~ - 2p(~) = ~ > O. 
En particulier, nous avons k(Xi,r,,~) # k(yi¢,,~). 
Posons K.(e, ~) = {(k(xi,.,,~); k(y,,.,,~)) : 2 < i < l~ tel que (*)}, o~ (*) repr6sente 
la phrase "il existe 1 < r < p~ tel que diam((~2 o f)(E~,r,,~)) > e." 
Notons que K,~(e,~) C {(k.; k,.) : 1 < v,w < S(p(e)) et v # w}, de sorte que 
Caxd(g~(e, V)) -- S(p(e)). (S(p(e)) - 1) < S2(p(e)). 
Etant donn4 (k.; k~) E K~(e, V), posons 
I~,~ = I.  .... = {2 < i < l . :  (*) et (k(x,,.,,,~); k(y,,.,,,~)) = (k.; k~o)}. 
Nous envisageons une majoration de ~ Ri,~ < ~ (bv~,~,,.-ai,,~) + ~ (/3i,~..-ai,~..). 
iEI~,w iEI,,,,, iEI~,,,, 
Or, nous pouvons 6crire 
~ '  E (by,,~,,o - ai,~) < tk~ -- k~ I • E (bv,,.,,o - ai,.) 
+ 
+ 
< 
+ 
+ 
E (k~ - k~).(b~,,~,,. - ~, . )  
iEI~,,o 
E ( (~ o f ) (~, . , ,o)  - (~ o s)(y,,. , ,=)) • (~.,,.,,. - ~,,=) 
iEI,,,~, 
2 ((~oo f)(Yi,.,,,~)- k,~). (b~,,... - ai,,~) 
iEf~,,o 
,'~.,.o (k.~ - (~oo f)(xi,r..>) . (b.,,.,,,. - ai,.) 
'E v,w 
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iElv,tu 
I / \ 
+ It E .((v o s)(~,,.,,.) - (v o f)(y,,.,,~)). al,n) I 
de sorte que 
I 
E (byi,ri,n -ai,~) < E ((T o f)(x,,.,,~) - (~a o f)(Yi,.,,~)] "(bu,,.,,~ - ai,~)l (~ x / 
I 
mais, le terme de droite peut s'~crire comme suit : 
Z ((~ o s)(~,,,,,~) - (~ o f)(~(]b~,~,o,b~,,,,o]))). (b~,.,,o - b~,,~,o) 
+ E (~of)(qJ(]b~:,,.,.~,b~,,.,,.])).(by,,.,,-b~:,,.,,.) 
iEl,,,,o 
+ E (99 o f)(x,,.,,=). (b~,,.,,= - ai,~) 
iEI~,w 
- ~I~,~E (~ o f)(yi,.,,~)'(b~,,.,,. - ai,~) 
< E 
iElv,~ 
((~ o f)(xi,.,,~) - (~ o f)(@(]b.,,.,,~, bu,,.,,~]))) . (by,,.,,. - b~,,.,,~) 
+ 
+ (¢p o f)(xi,.,,,~).(b~:,,.,,. - a~,,~) - (V o f)(Yi,., , .)" (by,,.,,. - ai,~)} 
< diam(f(X)). E (b~,,r,,.-b~:,,~,,.~) + e,~ 
(du fair que [(~ o f)(xi,~,,~) - (T o f)(~(]b~:,,.,,.,b~,,~,,.])) I <_ 
Ilqoll- Ilf(x~,.,,,~)- f(~(]b~,,.,,,,,b~,,.,,,,]))l I < 1. diam(f(X)) ; 
et par le choix de r~, ainsi que des/)-partitions (plus fines que 7r.) obtenues h partir de 
]ai,n, bxi,r,,,~] et ]b~,,.,,.,b~,,~,,.], puis de ]ai,~,b,,,.,,.], off i E I.,~ ). 
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Par consequent, 
~" ~ (bvi,r l ,n - -  a i ,n )  
i E I,, , ,,, 
< diam(f(X)). E (bu,.,,.,- b~:,.~,.,) + ¢.~ 
iEI~,., 
_< diam(f(X)). E ~- + ¢- -< 
iGIt,,~ 
diam(f(X)).  I,,. g~ + ¢~ 
donc, 
= ¢,~-(diam(f(X)) + 1); 
E (bu,,~,,,, - ai,n) < }" (diam(f(X)) + 1) .~.  
Ainsi, 
Ri,~ < ~" (diam(f(X)) + 1) .~= + ~ (/~i,~,,. - ai,~,,~) 
2 . (d iam( f (X) )+ l ) .¢ .  + ~ . p. 
i E I,, ,~ 
< _2 (diam(f(X)) + 1) .¢. + ~ < _2.(diaxn(f(X)) + 1) .¢.  + ¢. 
de sorte que ~ R/,~ < ~.  (}. (diaxn(f(X)) + 1) + 1),  quel que soit (k~, k~) E K~(~, ~). 
iEI~,w 
Par consdquent, nous obtenons 
In 
E E .(E~,~,~) = E E P~,,, 
i=2 l<r<pn d iam((~of) (E i , r ,n) )>¢ (kv;kw)EKn(eAa) ie lv ,w 
E~ . (~.  (diam(f(X)) + 1) + 1) .  S2(p(~)), 
¢ 
=Q'(S,~ ) 
c'est-£-dire, 
In 
2 ~ #(Ei,~,,~) < Q(f ,¢) .¢~. 
i=2 l_<r_<p~ :diam((~oy)(E~,~,.))>e 
I1 faut maintenant traiter le cas de ]~i,n, bi,~] lorsque ~i,,~ < bi,~. 
Subdivisons ]~i,n, bi,,~] en p~ sous-intervalles %guliers de longueur (~) :  
Pn Pn ~ 
]~¢,=,bi,,~] = H]~,~ + (t - 1). (b,..-~,..),. , ~,= +t .  (b, ;-?,..)] = HEit=,,, 
t= l  t= l  
5i,t,. = 5,. + (t - 1). (~""-¢~'") et/3~,t,. = ~i,= + t. (b,,.-¢,,.) 1 < t < p~. pn ~ pn ~ - -  
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Supposons qu'il existe 1 < t < p~ tel que diam((~ o f)(/~i,t,~)) > ~. 
Vosons ti = h,n(~, e) = min{1 _< t _< p , :  diam((~ o f)(/),:,~)) > ¢}, 
et Ti,~ = Ti,~(V,¢) = ~ [~(ki,t,~). 
l<_t_<p. :diam((~o/)(ki,t , .))>e 
Alors, Ti,~ _< (b,,n - &i,t,,~) = (bi,, -/~i,,,,,) + (/),,,,,, - 5,,t,,~)- 
A ce niveau de la preuve, et afin de ne pas alourdir davantage cette derni~re, notons qu'en 
utilisant l'hypoth~se sur • (avec une attention particuli~re si tl = Pn) et en raisonnant de 
mani~re analogue au cas prfic~dent, nous obtenons 
E E .( /~,, : )  < (Q(f,c) + 1). ¢~. 
i=2 l ~_t~pn :dlam((~,of)(/~/:,n))).e 
Par consequent, en d~signant par 7r~ = {D~,. : 1 ~_ j _< m.} la D-partition finie de X 
fortune de {A} et des Ei .... et/~,t,~, 1 _< r, t _~ p~, 2 < i < l~, nous obtenons 
0_< E ¢t(D;,~) < 2 . (Q( f ,e )+ l ) .e~,  
l ( j<mn:  diam( (q~o j') (D ~,n)) :>e 
et ceci pour toute ~ E F'  avec li~l] < 1. 
Done, 
O_<sup ( ~ I.t(D~,n) ) < 2- (Q( . f ,e )+ l ) .en ,  (3.1) 
~ev, l<j<m,~ :diam((~of)(D;,n))>e 
II~,ll_<l 
et ceci pour tout n _> 1 et s > 0. 
En outre, comme f est ~-F-int~grable, d'int~grale I,(f), il suit du lemme 1.16 que (p e f) 
est ~-N-int~grable avec Iv(~ o f) = :(I~(f)), pour toute ¢: E F'. 
Mais du r:sultat (3.1) ei-dessus, nous avons que (~: o f) est ~-N-int~grable, done (aussi 
k~-lR-int~grable par le lemme 1.18, et) /~( :  o f) = I~( :  o f) = :(I~(f)), ceci ~tant vrai 
pour toute ~2 E F', I1:11 - 1 (done aussi quelle que soit : E F'). 
Comme e~ "N 0, (quitte g prendre ~-~ >> ~r2, 1 _< j _< n, et ~~+1 >> ~~ (n > 1)), nous 
obtenons par la proposition 1.12 que f est ~-F-int6grable avee I~(f) = I,~(f). [] 
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